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Nombres complexes

Il Définition et propriétés

Théoréme et définition (rappel)
Tl existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté € et vérifiant les propriétés ci-dessous.
1. L’ensemble C contient I'ensemble des nombres réelsR . %

2. Il existe un élément de C, noté i, tel que iZ =-1,

3, L’ensemble C est muni d’une addition et d'une multiplication qui vérifient | es
propriétés que 1'addition et la multiplication dans R . e ;

4. Tout élément z de C s’écrit de fagon unique sous la forme z=a+ib, ol @om desréels.
Cette écriture est appelée écriture cartésienne ou algébrique de z. & w G

Conséquences . 23 2114
Soit z=a+ibet Z =a'+ib’, ot &, 2', b et b’ sont des réels. Alors 9 @
z=7' sietseulementsi,a=a"etb="h"
z est réel, si et seulement si, b=0.
2 est imaginaire, si et seulement si,a=0. WA
z est imaginaire pur, si et seulementsi,a=0¢tb=0.

Il Conjugué d’un nombre complexe @

Definition Qﬂ
Soitz=a+ib, ol a et b sont des réels. Le conjugué de 2 estl nombre complcxe z=a-ih.

Propriétés
-« Pour tous nombres complexes zet z’, z=z; —E+E 22' =7 7
« Pour tout nombre complexe z et tout nnmbr@ exe non nul 7', [—'] ==,
PN, z) z +21652321160 (© §,
« Pour tout nombre complcxc i (z") z@e z',
A ) _ @waeldocuments ¢ (0
» Siz=a+biavecacR et bel[-'t alor Za; z-z=2bi;zz=8>+b".
» zest réel,si et seulement si,Z=2 Waeldocuments )

« zest imaginaire, si ¢t seulement ' Z
lI/ Affixe d’un pmn; Affixe d’un vecteur

Théoréme ..~
Le plan est mum d'on repé ormé direct (O, U, V).

A tout numbre complcxc A=a +ib tel que a et b appartiennent & R, on associe un unique point M(a, b)

www.waeldocuments.tn @

du plan P appe]e point i
A tout pomt M (a, b)auptan P, on associe un unique nombre complexe z=a+ib tel queaetb
appamenncnt AR ¥

Proprlété

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, ?).

Soit z un nombre complexe d'image M. Alors le point M’ image de Z est le symétrique de M par rapport
alaxe (O, 0). 52 32,

Ky %
* *
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Nombres complexes

Propriété _ _ +21652321160 (O .
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, 1, ¥). :
Soit A et B deux points d’afTixes respectives Z, ¢t Zp. ®waeldocuments ¢ (O)
Lc point T milicu du segment [AB] a pour affixe 7atZs ; wam%ents (o)
Définition . :
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, i, \7)_ ol :} cuments.tn @
—fa at
« Soit W(b] un vecteur du plan. Le nombre complexe z=a--ib est appel¢ du vecteur W_ .

et on note aﬁ'(W) =a+bi.
« Soit M et N deux points d'affixes respectives Zy et Zy.

Le nombre complexe Zy —2Zp est 'aflixe du vecteur MN eton n@ MN) ZN AM

Propriété
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, 4, ¥).

Pour tous vectenrs w et w, et pour tous réels o et B, Aff@pﬁ) o ‘_a"-,'( Aff (G)+ﬂfoF(ﬁ).

Théorsme _ _ . G

Soit w et w| deux vecteurs tels que w; = 0. i
(O)an(s)

Les vecteurs w et w, sont colinéaires, si ct scul i, —
@ Aﬁ-(\ l]

Théoreme

Soit w et w; deux vecteurs tels quc wl # 0
@ﬂ(;) Wae\.

<5
w et u.l sont orthogonaux , si et seulem - est imaginaire. “ocumen
Aﬂ'{\ l

et

IV/ Module d’un nombre c
Définition )
Le plan est muni d’un repcrc nrl nogc direct (0 u v)

» Soit z=a-+ib el M(a,b) le "affixe z.

On ap'pé_llf; ﬁlbd};l_e de ;'l ‘ sitif, , défini |z!=(:)1'\fl=1.faz+l:12 . o = 3
- Pour tous -poinl_s'M et Xes Zpy €t 7y, |zN —zM‘ =MN,

Propriétés -
Pour tous nombres c@s zetz'.
*|z[=0, si et scule i, z=0,

-

1321'60
I‘EIZ
1 - = M- nl_ [ m . E’._,_Z'l
+|z|' \z”z I "‘M ,neZ ; z—‘zl,Z:tﬂ. WAE\'
Pocypment”
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V/ Argument d’un nombre complexe non nul
Définition
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O, @, ¥)-

M(2)

Soit z un nombre complexe non nul et M son image.
On appelle argument de z et on note arg(z), toute mesure de l'angle orienté E DI g

\cn.{r]

(5. OM).
Propriétés @
Soit z un nombre complexe non nul et k un réel non nul. &
_ &} B SRR
arg{z) = -arg(z) [2x]. N S
g(z)=-arg(z) [2r] >
arg(-z) = n+arg(z) [2n]. — N
M) M@
k>0 g
- Miz)
Si k>0 alors arg(kz)=arg(z) {2=x]- i
o5 )%
|
T k<0t M
Si k <0 alors arg(kz)=n+arg(z).[2x]. 74 g )"
. '1.'., ...‘iﬁ'-: f z ; M(kz)
Théoréme L P @
Soit z= a+1bavecaeIRcthR 3 bl M@
it cos(0) =2 1
Soit r=|Z|=J a? +b? et B R fol que arg(z) = © [2x). Alors ; . <o
: : &t Sin(e =-r' o 1 A1
Ainsi z = a+lb rcos(' (8) =r(cos(©) +isin(0)). :
o ecrlture z= r(cos( n(0)) s’appelle I'écriture trigonométrique de z. 432116,
Propnetes g °
- Soit z et z' deux @ﬁ complexes non nuls.
7 ’ 7 1 Z' ’
= ‘ Z |- - 2x|.
arg(zz')=arg(z z') [2x]; arg(z) arg(z')-arg(z) [2x] WAE\'
DotumEN'(%

arg(z“) =narg(z) [2n] ,neZ .
+ Soit un nombre complexe non nul z =|z](cos(8)+ isin(6)).
Pour tout entier n, z" =|z]" (cos(nO) +isin (ne)). Cette formule est appelée formule de Moivre.
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Théoréme

I=Mr : Mourad EL arbi

Le plan cst muni d’un repére orthonormé direct (O,E,;) ) ' /B

Soit A , B, C et D des points d’affixes respectives Z, , Zp, Z¢c €t Zp ettels

que AB=0 et CD=0. & N ez, 2,)

Alors (u AB)=arg(zg -2, ) [2n] et (A, CD):arg[ ) [2n] @@

VI/ Ecriture exponentielle d’un nombre complexe non

Notation @
Pour tout réel 0, on note e le nombre complexe cosO+isinB.

@ 421652321160 © S

B

Conséquences
n X N YER
< e=) cli =i e 2=ni =] @ﬂaeldocuments d ©
« Pour tout réel 0 et tout entier k, € =¢!©"?**)_ @ Waeldocuments Q)
+ Pour tout réel 6, reiﬂ| —tete?=¢® et —¢f = '““pr www.waeldocuments.tn &

Propriatés
Soit deux réels 0 et 0';
o0 ity . 1 _ e C_ ~ei® R —
= B G Sl @ :
Théoréeme et définition - @

Tout nombre complexe non nul;z_, s s la forme Mere®)
z=16", 0l r=|o| et arg(z) =0 o
L’écriture z —re!? est apﬁc]_éséctiglrc exponenticlle de z. Kj
Théorémo (Formules d'EDbler) )
ix cis. _ c—ix
Pour tout rccl X, COS X et sinx = T
; i

Propnétés__. - 4232116,
Cy - fas+ g {al P o
- Pour tous réels o e P’ e® +eP = e{ ' _zli] e{-ig) +e_{-5'ﬂ'] ] = cos[u; B]c{_ZEJ.
L W,
AEM
» Pour tous réels o et 3, el —ef = ej(a;l}) {ei[u;B} = ;i[uiﬂ)]: 2i sin(u—;—B] ;[Egp]. Pocumen®
K 2
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2 321 760
VII/ Racines niémes d’'un nombre complexe non nul ®
Théoréme )
Soit a un nombre complexe non nul d’argument 6 et un entier naturel n 2 2. W \,
GOCUME\{‘

L’équation z" =a -“met dans C, n solutions distinctes défmcs par z, =rC n ﬁ?, ~ke{0,1,..n=1},

ol t est le récl strictement positif tel que 1" = [a| que 'on note r= Q’l_

0]
Ces solutions sont appelées les racines niémes du nombre complexe a. 2@

Conséquence o
Le plan complexe est muni d’un repére orthonorme direct nts images dcs solutions de
& = s e 10
(O,u,v _ l cquatlun z> = |ale
M, ( ref®2%)
Lorsque n 2 3, les points images des racines niémes d'un d%;u reidsdn) /- ; _
?Q ' M"( re'¢)

nombre complexe non nul sont les sommets d’un polygon

régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayonr t%" Mi(rel® LM., }&'//
g 3
que r" =|a|. e M et

L~ My reifin)
Cas particulier G Q:))
Les solutions de 1’équation z" =1 sont appeléés @iﬁcs_é%é&l‘es de I"unité.
VIl Equations du second degré ] ."1.' |

Théoréme . i)
Soit a, b ct ¢ des nombres complcxes tel . 0 . Soit I'équation(E): 1z’ +bz+c=0.

On pose A= b? —4ac et on désigne paidire racine carrée de A.
| -b+8 -b-5%

L équation (E) admcl deux solutiofs

Si.4=0 alors % = -2, L 0
Consé uences -'_:‘- é ;
! 2 _ __61 32; -

Sizet zzsunt]essolun az“+bz+c=0,a=0, alors “ 2
-b c &f" o
az _+__bz+c:a(z_—zl }, z1+2; =t an = N x
Y NI : 5 « € £
IX/ Equations d ré supérieur ou égala 3 g‘ é‘.',"
e &
Théoréme ""ae,docﬁfa

Soit 8;, 85,..., 8, des nombres complexes tels que a; #0, n22.
Soit P(z)=a,z" +a, 2"+ azag.
Si Z, est un zéro do P, alors P(z)=(z-z,)g(z), oit g(z) est de Ia forme a 2" +b, ,z" % +..+by,
avec by, by,..., b, 5 complexes.
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